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OZET

GENISLETILMIS DENEME DENKLEM METODU ILE BAZI KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ BULUNMASI

Merve DAVARCI YALCIN
Yiksek Lisans, Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Dog. Dr. Seyma TULUCE DEMIRAY

Kasim 2021, 44 sayfa

Bu tez calismasi bes ayr1 bolimden meydana gelmektedir. Birinci boliim olan giris
kisminda kismi diferansiyel denklemler ve genisletilmis deneme denklem metodunun
ortaya cikist ve metodun gelisimi ile ilgili birtakim bilgiler aktarilmistir. Ikinci
boliimde bu tez calismasi i¢in gerekli olan bazi temel tanim ve kavramlar yer
almaktadir. Uciincii boliimde ise genisletilmis deneme denklem metodunun genel
yapist hakkinda bilgiler verilmistir. Dordiincii bolimde (2+1) Boyutlu Lineer
Olmayan Elektriksel iletim Hatti, Dullin-Gottwald-Holm Dinamik (DGHD),
Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine (BBMP) ve Gergin Dalga denklemlerinin bazi tam
¢oztimlerini elde etmek amaciyla bu denklemler igin Genisletilmis Deneme Denklem
Metodu (GDDM) ele alinmistir. Ayrica, Mathematica 12 programi kullanilarak elde
edilmis olan ¢oziimlerin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri belli degerler i¢in ¢izilmistir.
Besinci boliim sonug kismidir ve bu tezde bulunan ¢oziimlerle ilgili olarak kapsaml
sonuglar belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: Mathematica 12, Hareketli dalga ¢6ziimii, Genisletilmis deneme
denklem metodu.



ABSTRACT

FINDING SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS BY
EXTENDED TRIAL EQUATION METHOD

Merve DAVARCI YALCIN
M. Sc., Department of Math
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Seyma TULUCE DEMIRAY

November 2021, 44 pages

This thesis consists of five distinct chapters. In the introduction part, which is the first
chapter, some informations about partial differential equations and the emergence of
the extended trial equation method and the development of the method are given. In
the second part, some basic definitions and concepts required for this thesis study are
included. In the third part, informations about the general structure of the extended
trial equation method are introduced. In the fourth section, Extended trial equation
method is discussed to find some exact solutions of (2+1)-dimensional nonlinear
electrical transmission line, the Dullin-Gottwald-Holm Dynamical (DGHD),
Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine (BBMP) and the strain wave equations. Also, two
and three dimensional graphics of the obtained solutions with the help of Mathematica
12 program are drawn for certain values. The fifth part is the conclusion part and
comprehensive results about the obtained solutions in this thesis are stated.

Keywords: Mathematica 12, Travelling wave solution, Extended trial equation
method.
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1.GIRIS

Matematikte, diferansiyel denklem bir ya da birden fazla fonksiyonu ve bu
fonksiyonlarin tiirevi arasindaki bagmtiyr agiklayan denklemdir. Diferansiyel
denklemler Isaac Newton ve Gottfried Leibniz’in Kalkiiliis’li ortaya atmasiyla baslar.
Gilinitimiizde gergek hayat ile iliskili sayisiz problem i¢in ¢6ziim iireten diferansiyel
denklemler, birinci mertebeden diferansiyel denklemleri tanimlamak {izere

dy/dx = f(x,y) gosteriminin Newton tarafindan 1690 yilinda kullanilmasi ile

baslamistir. Diferansiyel denklemlerin ilk ortaya ¢iktigi donemde homojen ve
degiskenlerine ayrilabilen adi diferansiyel denklemler tizerinde ¢alisilmis; 18.
yiizyillda matematigin fizikteki uygulama alanlarinin gelismesiyle birlikte lineer
olmayan, birden ¢ok ¢oziimii olan kismi diferansiyel denklem tiirleri i¢cin de hesap

yontemleri gelistirilmistir.

Fizik, kimya, miihendislik, biyoloji ve ekonomi alanlarinda matematiksel
modeller genellikle diferansiyel denklemler kullanilarak ifade edilirler. Bu
denklemlerde, fonksiyonlar genellikle fiziksel ya da finansal degerlere, fonksiyon

tiirevleriyse degerlerin degisim hizlarina denk gelir [1].

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin, Hirota’nin dogrudan
metodu [2], Jakobi eliptik fonksiyon metodu [3], deneme denklem metodunun yeni
versiyonu [4], (G'/G) — ag¢ilim metodu [5], tanh-coth metodu [6] gibi pek ¢ok metot

literatiire kazandirilmstir.

[k olarak Deneme Denklem Metodu’nu C. S. Liu 2005 yilinda sunmustur [7]. Liu’nun
bu teknikteki diisiincesi bir diferansiyel denklemin tam ¢6ziimiiniin integrasyon alma
islemi ile bulunabilmesidir. Lineer olmayan gelistirilmis Boussinesq Denklemi ve
Getmanou Denklemi’nin ¢6ziimlerini bulmak i¢in deneme denklem metodu Yang Li
tarafindan ele alinmistir [8-9]. Deneme denklem metodunun modifiye edilmis hali
bircok yazar tarafindan incelenmistir [10-13]. Sonrasinda bu teknik yenilenerek
Genisletilmis Deneme Denklem Metodu adiyla Liu tarafindan literatlire sunulmustur

[14]. Y. Pandir ve digerleri GDDM’yi bazi denklemlere uygulamistir [15].


https://tr.wikipedia.org/wiki/Fizik
https://tr.wikipedia.org/wiki/Kimya
https://tr.wikipedia.org/wiki/M%C3%BChendislik
https://tr.wikipedia.org/wiki/Biyoloji
https://tr.wikipedia.org/wiki/Ekonomi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Matematiksel_model
https://tr.wikipedia.org/wiki/Matematiksel_model

Y. Girefe ve digerleri lineer olmayan diferansiyel denklemler icin GDDM’yi
kullanarak, eliptik integral islev, F ¢ozeltisi ve Jakobi eliptik islev ¢ozeltisinin
hareketli dalga ¢6ziimlerini bulmuslardir [16]. M. Postolache ve digerleri lineer
olmayan problemlerin, M. Ekici ve digerleri lineer olmayan Schrodinger-Hirota
Denkleminin, Y. Giirefe ve digerleri bir boyutlu gelistirilmis genel KdV denklemi ve
R(m,n) denkleminin, Y. Pandir ve digerleri genellestirilmis 3. mertebeden kesirli KdV
denklemi ve kesirli K(n,n) denkleminin bazi tam ¢éztimlerini bulmak i¢in GDDM’yi
ele almistir [17-20]. H. Bulut ve digerleri ikili Giig ile lineer olmayan Schrodinger
denkleminin, Hirota denklemi, Hirota-Maccari, Maccari Sistemi, Sasa-Satsuma
denklemini, S. Tuluce Demiray ve H. Bulut, Genellestirilmis Zakharov Sistemi, Yeni
Hamilton Genlik Denklemi ve Fokas Lenells Denklemi, Genellestirilmis Gardner
Denklemi, Iyon Sesi ve Langmuir Dalgalari igin denklem sisteminin bazi tam

¢cozlimlerini elde etmek icin GDDM’yi ele almistir [21-28].

Bu ¢alismada ise, (2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel Iletim Hatt1 Denklemi,
Dullin-Gottwald-Holm Dinamik Denklemi, Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine
Denklemi ve Gergin Dalga Denkleminin ¢oziimlerini elde etmek icin GDDM ele
almmistir. Bu denklemlerin GDDM kullanilarak bulunan bazi ¢o6ziimleri igin

Mathematica 12 yardimiyla iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir.



2.TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Tanim

Bilinmeyen bir fonksiyon ve bu fonksiyona ait olan tiirevlerden olusan denklemlere
diferansiyel denklem adi verilir. Kisaca diferansiyel denklem, bir veya birden fazla
bagimli degiskeni igerisinde barindiran bir fonksiyon ile bu fonksiyona ait bagimsiz

degiskenlere gore tiirevleri arasinda tanimlanmis bagmntidir [29].

Tanim

Bir diferansiyel denklem igerisindeki bagimsiz degisken, belirli bir degiskene gore
denklemde tlirev alinmasi durumunda goz Oniine alinan degisken olarak, bagimli
degisken ise denklem igerisinde tiirevi alinan degisken olarak tanimlanir [29].

X = Bagimsiz degisken

y — Fonksiyon ( bagimli degisken )

Tanim

Bir bagimsiz ve bir bagimli degiskenden olusan ve bagimli olan degiskenin bagimsiz
olan degiskene gore cesitli mertebeden adi tiirevlerinden olusan denklemlere adi

diferansiyel denklemler denilmektedir. Bir adi diferansiyel denklem genel olarak,

dy d’y d"y
f X’ Y 1 5Ty :01
[ P e @1)

seklinde ifade edilebilir [29].

Tanim

Bir diferansiyel denklem, en az bir bagimli degisken ve en az iki bagimsiz degisken
ile bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore cesitli mertebelerden kismi
tiirevlerini bulunduruyorsa bu tiir denklemlere kismi tiirevli diferansiyel denklem ad1

verilir. n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklem,

2 2 2 2 n
FEX' ’t,u,au ou ou 0°u o0°u o°u ou aujzo’ 22)

oy ot o axay oyt ot ox



seklinde ifade edilir [29].

Tanim

Bir kismi tiirevli denklem igerisinde yer alan en yiiksek basamakli kismi tiirevin

basamagina bu denklemin mertebesi denilmektedir [29].

Tanim

Bir kismi tiirevli denklem igerisinde yer alan en yiiksek basamakli kismi tiirevin

kuvvetine bu denklemin derecesi denilmektedir [29].

Tanim

Diferansiyel denklemler genel olarak lineer olan diferansiyel denklemler ve lineer
olmayan diferansiyel denklemler olmak iizere ikiye ayrilir. Bir diferansiyel denklem
icerisinde bulunan bagimli degisken ve bagimli degiskenin tlirevlerinin katsayilar
bagimsiz degisken iceriyorsa bu tiir diferansiyel denklemlere degisken katsayili
diferansiyel denklemler denir. Bir kismi tiirevli denklemde bulunan bagimli degisken
ve bu degiskenlerin icerisindeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklem,
bagimli degiskenler ile onlarin tiirevleri parantezi icerisinde yazildigi zaman
katsayilari sabit veya yalnizca bagimsiz olan degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu tiir
denklemlere lineer diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem igerisinde
bulunan bagimli degisken kendisi ya da tiirevleri ile carpim veya boliim seklinde
yaziliyor ya da bagimli olan degisken istel, logaritmik ya da trigonometrik olarak
bulunuyor veya bagimli olan degiskenlerin herhangi bir tiirevinin derecesi iki ve ikiden

biiyiikse bu tiirde olan denklemler lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir [29].

Tanim

Herhangi bir lineer olmayan adi diferansiyel denklem igerisindeki en yiiksek

mertebeden tiirev igeren terim u® ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim

S
(uru(q)) seklinde verilsin. Bu durumda dengeleme terimi,



p+(r—-gq+1)s-1
p—as

n=I- (2.3)

seklinde yazilabilir [29].

Kavram

Bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle enerjinin tasinmasina sebep olan
titresime dalga denir. Ses, 151k ve atomun i¢indeki taneciklerin hareketlerinin dalgalari
ve suda ilerleyen yiizey dalgalar1 en bilinen dalgalardir. Dalgalar, duragan ve hareketli
(travelling) dalgalar olarak siniflara ayrilir. Duran dalgalar, pozisyonu sabit olarak
kalan dalgalardir. Bu ¢esit dalgalar, dalganin bulundugu ortam dalganin hareket ettigi
yoniin tersine hareket ettiginde veya duragan bir ortamda birbiri ile ters yonde ilerleyen
dalgalarin girismesi sonucunda ortaya cikarlar. Hareketli dalgalar ise, bir noktadan
diger bir noktaya madde tasimaksizin enerjinin yayilmasi ile ortaya ¢ikan dalgalardir
[30]. Yasantimizdaki her fiziksel olay i¢in bir¢ok bilgi vermesi ile birlikte hayatimizin

her noktasinda kolaylik saglayan dalgalar (solitary dalga) kavrami ile agiklanir [31].

Kavram

Mathematica, Wolfram Research tarafindan iiretilmis olan, taninmis bir simgesel
matematik yazilimidir. Matematiksel her tiirlii hesaplamalar yapan genel bir sistem
olan Mathematica sayisal islemler yapan bir hesap makinesi gibi de algilanabilir.

Bunun yaninda sembolik hesaplamalar ve grafik nesneler ile de ¢aligir [32-33].



3.MATERYAL VE METOD

3.1. Genisletilmis Deneme Denklem Metodu (GDDM) :

Genisletilmis deneme denklem metodu asagidaki gibi dort adimda agiklanir [15].

Adim 1:

u fonksiyonu x ve t gibi iki bagimsiz degiskene bagli olan bir fonksiyon olmak

lizere,
P(u,u,,U,,Uy,...)=0, (3.1.1)
seklindeki kismi diferansiyel denklemini gz 6niine alalim. (3.1.1) i¢in dalga doniisiim
denklemi,
N
U(X, Xy,..., Xy, t) =u(n), nzk[ij—ﬂ,tJ, (3.1.2)
=1

seklinde olup burada k, 4 sabit ve k=0, A=0’dir. (3.1.1) denklemine (3.1.2)

dontisiimii uygulanirsa (3.1.1) kismi diferansiyel denklemi,
N (u,u’,u",...)=0, (3.1.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir.

Adim 2:

(3.1.3) diferansiyel denklemi i¢in deneme denklem fonksiyonu
5 .

u :zqr" (3.1.4)
i~0

olmak iizere,

ne (L) ET 4.+ ET+E
() =A(0)= w(D) &I+ +G0+8, (3.15)

seklindedir. (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinden



(WY = @(fifirmf , (3.L6)

u”=¢'(r)w(rg—¢( [Z,Tr-—lj Z((?)(i.( —1)riri-2j, (3.17)

i=0

denklemleri elde edilir. Burada ¢(F) ve W(F) polinomdur. (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7)

denklemleri (3.1.3) denkleminde yerine yazildiginda,

QN)=0I"+...+0l +0,=0, (3.1.8)

seklinde T ’ya bagli olan Q(T") polinomu bulunur. Daha sonra dengeleme prensibi

geregince 4, £ ve O arasindaki matematiksel bagint1 elde edilir ve boylece 9, ¢ ve

o 'nin bazi degerleri de buna gore hesaplanabilir.
Adim 3: (3.1.8) denklemindeki Q(F) ifadesinin tiim katsayilari sifira esitlenerek;

0,=0, 1=0,...5, (3.1.9)

seklindeki cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem

sisteminin ¢oziilmesiyle 950,---,59, 40,---,5 ¢ Ve Tgy.-oyTs katsayilarinin degerleri

bulunur.

Adim 4: (3.1.5) denklemi integre edilerek,

| ; (3.1.10)

(=) J\/—

seklinde temel integral formu elde edilir. Burada Q(F) ‘nun koklerini saglayan

polinomlar i¢in ayirma sistemi ele alinir ve Mathematica 12 programi yardimiyla
(3.1.10) denklemindeki integraller hesaplanabilir. Burada bulunan esitlikler (3.1.3)
diferansiyel denkleminin tam ¢oziimleridir. Boylece (3.1.1) diferansiyel denkleminin

tam salinimli dalga ¢oziimleri elde edilir.



4 METODUN UYGULANMASI:

Bu boliimde, (2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel iletim Hatti Denklemi,
Dullin-Gottwald-Holm Dinamik (DGHD) Denklemi, Benjamin-Bona-Mahony-
Peregrine (BBMP) Denklemi ve Gergin Dalga Denkleminin ¢6ziimlerini bulmak igin
GDDM ele alinmstir.

4.1. (2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel iletim Hatti Denklemi ve

Uygulamasi

(2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel Iletim Hatt1 Denklemi,
o°U 5484U )— (52 o°u 5464U
o 120k P\ 6y2 126y*

seklinde verilsin. Burada «, g, u, ve o, keyfi sabitlerdir. o, ve 9, sirasiyla

Ut )i D=0, (411

uzunlamasina ve enine yonde iki bitisik boliim arasindaki bosluktur. (4.1.1) lineer
olmayan kismi diferansiyel denkleminin tam ¢oziimleri icin GDDM’yi kullanalim.
(4.1.1) denklemi i¢in;

Uy, =U), 7=vk(x+y-vt), (4.12)
dontigiimii ele alinirsa (4.1.1) denklemi,

d*U
Vot

[m (u2K, + @K )]U+m(ﬂu aUZ)—%(ugKf 2K =0, (4.1.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. Burada m=kv;, K, =57k,

K, = 57k seklindedir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.1.3) adi diferansiyel denkleminde
yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa
$=25+¢&+2, (4.1.4)

seklinde dengeleme bagintisi elde edilir.

Durum 1:
(4.1.4) denkleminde eger £ =0, 5 =1 ve 3=4 ise,

P (& +TE +T%E, +T°5+ T4, )

fz_fl( 4.1.5
(v - 5 (4.0.5)




.o (&+2rg, ;;r & +4r 54), (4.1.6)

denklemleri elde edilir. Burada &, #0, &, #0’dir. (3.1.4), (4.1.5), (4.1.6) esitlikleri

(4.1.3) denkleminde yerine yazilirsa cebirsel denklem sisteminin ortaya ¢iktig

goriiliir. Cebirsel denklem sisteminde bulunan &, &, &,, &, &,, {, ve V, katsayilari
da Mathematica 12 programi kullanilarak,

PP L2 +308,7, ) (8a°S] —BafsE,m 9B (& —45,E,)7)
T 2165°5] 7

e e oA, 98 16(a"-3B)¢,
GG bbb Gm e G

a & 4\/3png,

To=5,7F » T =Ty, Vo == '
36 4s, J-16(a —38)kel +357K (3 ~8L,, )7}

, (4.1.7)

seklinde bulunur.

(4.1.7) katsayilar1 (3.1.10) denkleminde yerine yazilirsa,

+(n-m)=Af o , (4.1.8)
i+ér+ér2+ér3+r4
54 54 54 54
elde edilir.
_ 2 2
Burada A= |0 = | [ 2e, +9§23 Loe 2 :18'BJ seklindedir.
é:4 283 54 54 7

(4.1.8) denklemi integre edilirse (4.1.1) denkleminin ¢dziimleri,

A
(=)=~ (4.1.9)
1
+(n—1,)= A L% s, (4.1.10)
a—-—a,\|I'-o
t(n-1,)= A In‘r_al, a, > a,, (4.1.11)
o-a, |I'-a,




ey 2h e e e )| |, (4112)
\/(al—az)(al—%) |\/(F—a2)(a1—a3)+\/(F—a3)(al—a2)| '
t(n-n,)= 2A F(e ), ay>a,>a,>a,, (4.1.13)

. \/(0‘1_0‘3)(0‘2 -a,)

seklinde elde edilir. Burada

F(o)=[-—2 o —arcsin J(r—al)(az—%) (@) (@-a) (4114

_o\/].—'zSinZl// -

(T-a) (e —au) (&1 —at)(, — )
seklindedir. Ayrica o, @,, a; Ve a,

r4+§—jr3+§—jr2+§—ir+§—j=0, (4.1.15)

denkleminin kokleridir. Daha sonra (4.1.9)-(4.1.13) denklemleri (3.1.4) denkleminde

yerine yazilirsa (4.1.2) denklemi yardimiyla (4.1.1) denkleminin rasyonel fonksiyon

¢Oziimleri,
A
u(x,y,t)== :
' \/E(x+ y—V,t) (4.1.16)
2 p—
0, (%, y.t) = AN (a, —ay) T,

4A2—[(a1—a2)(\/E(X+ y_Vot))T’ (4.1.17)

hareketli dalga ¢oziimii,

uy (X, y,t) = @{li coth {@(\/ﬁ(X‘F y _Vot)):|}7 (4118)

soliton ¢Oziimii,

A
D+cosh[B(\/E(x+ y—vot))}’

u, (X1 Y, t) =
(4.1.19)

10



ve Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimi,

A
5 1 1t = 1
oyY (M +Nsn® (o)) (4.1.20)

seklindedir. Burada,

AL:TlA’A2:2r1(a1—a2)(a1—a3) B_\/(al—az)(al—%) o 2=

1 i
a,—a, A a,—a,

A3=(211(a1—a3)(a4—a2)), M:a4—a2, N=051—a4, |2=Ea2_a3)(al_a4)

i\/(O{l —a;)(a, —a,)

2A

Q= («/E (x+y- vot)) seklindedir.

3(X, ’t

~15 -10 -5 5 10 15

i

Sekil 4.1. (2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel {letim Hatti Denkleminin GDDM ile elde edilen

(4.1.18) gdziimiine ait k =1, V, =2, 7, =1, &,=3, § =3, {,=-1 =3, a, =2,
a=2, f=4,y=1 -15<x<15 -5t <5 ve t =1 degerleri igin

sirastyla ti¢ ve iki boyutlu grafkleri.

11



Sekil 4.2. ( 2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel iletim Hatti Denkleminin GDDM ile elde edilen
(4.1.19) gozimine ait k =4, v, =3, 7,=2,&,=5,&=4,6,=-2, ¢y =1, o, =2,

a,=3, a=1 =2 y=2 -25<x<25 —4<t<4 ve t=2 degerleri igin

sirastyla ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.

hf)(x’!’t)

Sekil 4.3. ( 2+1) Boyutlu Lineer Olmayan Elektriksel iletim Hatt: Denkleminin GDDM ile elde edilen
(4.1.20) géziimiine ait k =9, vV, =5, 7,=-2, &, =1, 6,=2, &, =-1, o, =1, , =2,

o;=3, a,=4, =3, f=6, y=3, -35<x<35 -3<t<3vet=1

degerleri i¢in sirasiyla ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

12



Aciklama 1: Eger | —1 ise, (4.1.2) denklemi yardimiyla (4.1.20) denklemi,

As
M + N tanh? |:\/(051 —as)(az —a4) (\/E(X+ y—vot))} (4.1.21)

Ug (X! y’t) =

2A

hiperbolik fonksiyon ¢éziimiine indirgenir. Burada o, = o, seklindedir.

Aciklama 2: Eger | -0 ise, (4.1.2) denklemi yardimiyla (4.1.20) denklemi,

As

u,(x,y,t) = ’
M 4 N sin? li\/(al _as)(az _054) (\/E(X"‘ y—VOt)):l (4122)

2A

periyodik dalga ¢dziimiine indirgenir. Burada o, = a, seklindedir.

Durum 2:

(4.1.4) denkleminde eger ¢ =1, 5 =1 ve 3=5 ise,

ne T (TP +TPE, + T35 + T2, + T + &)
()= o+ &l

T [(Co+ G (BET + 45T +35 T2 4 25T+ &) |- & (&I + ET + ST+ &2 + T+ &) (4.1.24)
2(So+<il)

elde edilir. Burada & =0, &, =0 dir. (3.1.4), (4.1.23), (4.1.24) esitlikleri (4.1.3)

, (4.1.23)

denkleminde yerine yazilirsa cebirsel denklem sisteminin ortaya c¢iktigi goriiliir.
Cebirsel denklem sisteminde bulunan &, &, &,, &, &,, &,¢,.¢, Ve v, katsayilari da
Mathematica 12 programi kullanilarak,
T2p¢ et —ARE PTE +3E,GET +128 P (£ +8L,pr,)
Sori (-46,p+36¢,7,)
6(16(1270 Pz, + &ty (£ —BBLorE )+ 24, (Eitor +24, (22 —9ﬂro)rf))
2 72 (~4¢,p+3pC,7,)
. 65,8,5+4(124] —&&, ) pr, —36 85,4,
7, (44, p+3B¢,t,)
Lo Mdn \/(ugKl+a)§K2)§4 |
~4¢,p+3p¢,, J2(kz, (-4¢,p+35¢,,))

So=6ps & =

(4.1.25)

' 6 =S4

13



seklinde bulunur. Burada p=a—3pr,, r=1-ar,+ B¢, s=1-2ar,+3p7; dur.

(4.1.25) denklemi (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine yazilirsa

F+@

4/1(470 +2)+§Orl 4
H(rm) = \/ : ar, (4126
STy [549as e S22, Gpy S

5 5 5 5 é:S

elde edilir. (4.1.26) denkleminin integrali alinarak (4.1.3) denkleminin ¢oziimleri

asagidaki gibi elde edilir.

#(0)=(T-a,)’ ise,

. 2A, Lo+ gl 4.1.27
i(77 770) 3\/4,—1(4,0_'_4,10{1)( T—q j ) ( )

elde edilir.

¢(F):(F—a1)4 (FT-a,) Ve o > a, ise,

(=)=~

A { CIRETC) InfK () + =

1 \/(;Owlr)(r—az)}’

6% 2\/4/1(a1_a2)(§o+§10‘1) B ¢

(4.1.28)

elde edilir. Burada
-«
K(r)= . ,
(So+28100 =612, )T +¢ (o —2a2)—§1a2a1+2\/(§0 +¢0)(So+610) (M-, ) (o~ ;)

(4.1.29)

seklindedir.

#(N)=(T-a)’ (T-a,) ve a,>aq, ise,

t(n-1,)=- 24 [ (§°+glr)+\/(§°+§1a2)arctan[\/(r_al)(go+§la2)}],

o —a, gl(r_al) gl(al_QZ) (al_az)(§o+§1r)

(4.1.30)

14



elde edilir.

p(T)=(T-a) (T-a,) (T-a,) ve &, > a, > a, ise,

i(n—no):_—A“[Y In|P(T)|+2Z In|R(T)[], (4.1.31)

(al _0‘3)\/4,_1
elde edilir. Burada

a,-I

§o+§1a2
Y= /7,P(r): ,
@~ 2\/(40+§1F)(§0+§1a2)(r_a3)(a2 _a3)+§o(a2_Zaa)_§1a2a3+(§0+2§1a2_§1a3)r

(4.1.32)

7 ’§0+§1a1 R(r):2\/(§o+§1r)(§0+§1a1)(r_a3)(a1_a3)+§0(a1_2a3)_4'1a1a3+(§o+2§1a1_§1a3)r
Q) — 0y 7 ,

I'-a,

(4.1.33)

seklindedir.

#(T)=(T-a) (M-, )(T—a,) Ve &, >a, >a, ise,

i(ﬂ-ﬂo)=—a12_A;3 ‘/gfzozé}zz)lf((o,l), (4.1.34)

elde edilir. Burada

(pzarcsin\/(r_%)(az_al) |2 (053—052)(4'04-4'1051)

= ) 4.1.35
(F_al)(az_%) (0!1—0{2)({0+§’10{3) ( )
seklindedir.
¢(F):(F—al)2 (F-a,)(F-a;)(T-a,) Ve o, > a, > a ise,
e 2A, (9~ ) Gl St a% o] (4.1.36)
#r-m) (al—az)\/§1(a2—a3)(§0+§1a4)[061—064 o) e, T )j’

elde edilir. Burada

15



B ¢ (47, +2)+ &0ty _ arcsin (T—a,)(ay—a,)
A —\/ 7 1 P = \/(l—_az)(as —a4)’ (4.1.37)
Izz(a4_as)(§o+§1a2)’nz_(al_aZ)(aS_OQ),
(az_as)(al_a4)

(az _as)(é/o +§1a4)

seklindedir.

4.2. Dullin-Gottwald-Holm Dinamik Denklemi ve Uygulamasi

Dullin-Gottwald-Holm Dinamik Denklemi,

U, +hu, —hJ (U, +uu,, +2uu, )+3uu, +hu,, =0,t>0, (4.2.1)

XXX
seklinde verilsin. Burada yukaridaki sistemin akigskan hizi, x uzaysal yoniindeki u ile

h
temsil edilir. hZ(h, > 0) ve h_l uzunluk dlgiilerinin karelerini temsil eder ve N, =4/gh
d

uzaysal sonsuzlukta durgun haldeki, bozulmamis su i¢in dogrusal dalga hizin1 gosterir.

(Burada h =2@’dir.) (4.2.1) lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin tam

¢oziimleri igin GDDM’yi kullanalim. (4.2.1) denklemi i¢in;

u(x,t)=U(n), n=x-vt,v=0, (4.2.2)

dontigiimii ele alinirsa (4.2.1) denklemi,
vhZ(U") —vU’+hU’=h2U (U") +h, (U") +3UU" - 2h2UU" =0, (4.2.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. (4.2.3) denkleminin integrasyon

sabiti sifira esit alinir ve denklem bir kez integre edilirse,

U"(h2(~v) —h, +h2U) - (h, —v)U —3UT+%h§(U 2 =0, (4.2.4)

denklemi elde edilir. (3.1.4), (3.1.6) ve (3.1.7) esitlikleri (4.2.4) adi diferansiyel
denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa

9=e+2, (4.2.5)

seklinde dengeleme bagintisi elde edilir.

Durum 1: (4.2.5) denkleminde eger £ =0, § =1 ve =2 ise,

16



, T (§O+F§1+F2§2)
" — , 426
() : (429
u” — 2 (51 + 2F§2) , (427)

2¢4
elde edilir. Burada &, #0, ¢, #0°dwr. (3.1.4), (4.2.6), (4.2.7) esitlikleri (4.2.4)
denkleminde yerine yazilirsa cebirsel denklem sisteminin ortaya ciktigi goriiliir.

Cebirsel denklem sisteminde bulunan &, &, &,,¢, ve v katsayilar1 da Mathematica

12 programi kullanilarak,

_ _ _ h22§171
50 _§0 151 _é:l’ §2 - h3 +h22(h1+22'0),
_ - _ h;élrl
Ty =Ty T, =1y, C:O_h3+h22(h1+2r0)’ (4.2.8)
—51(h3 +hZhyz, +hyzl + b (h +h22T0))+h22 &(hy+hZ (h+27,))z,
V= :
h7 (hhi +h; )&
bulunur.
(4.2.8) katsayilar1 (3.1.10) denkleminde yerine yazilirsa
dar
+(n=1,)= A , (4.2.9)
S04 S ,T?
S %
elde edilir. Burada A, = /@ =h,’dir.
S
(4.2.9) denklemi integre edilirse, (4.2.1) denkleminin ¢oziimleri
(n-m)=AIN(T-) (4.2.10)
J_r(n—no):2A5ln[\/F—al+\/F—a2], a,>a, (4.2.11)
seklinde elde edilir. Burada «, ve a,
rey b, b g (4.2.12)

2 2

polinom denkleminin kdkleridir. Daha sonra (4.2.9) ve (4.2.10) denklemleri (3.1.4)

17



denkleminde yerine yazilarak, (4.2.2) denklemi yardimiyla (4.2.1) denkleminin

hareketli dalga ¢oziimleri,

. & hy+hghgry-+hied +1yf (hy+hf ) 13 o g +hd (h+270 )y |
2 (s )& "
.

u(x,t):ro+r1 a1+e_ "

1 (4.2.13)
N =& s+ Zhgzo + 25 +yhg g+ ) g &+ (y+270) ) A
hj (h +hy) *

2(a,+a,)+e P +

u(xt) =z, 4 2| 28T (4214
4 =&y gz +hg e +yh3 (hy-+hirg ) 13 & (ny+hf (270 ) ey
. hzz(hlh22+h3)§1 ™

(-0, )2 e e

seklinde elde edilir. 77, =0, 7, = -7, ise, (4.2.13) denklemi,
B[X_{51(h3+h22h3r0+h§'r§+h1h22(h3+h22ro))+h22 Zo (e +hZ (h+275) )y H
~ hzz(hlhzz"'hs)'fl

u(x,t)=| Ae  (4.2.15)

sekline indirgenir. Burada A=t 11 B=+ seklindedir.

1
A
Eger n, =0, o, =1, &, =0 ise, (4.2.14) denkleminin hiperbolik fonksiyon ¢6ziimii,

T ~
u(x,t)zro+El(1+cosh(B(x—vt))), (4.2.16)

seklinde elde edilir. Burada
—& (h3 +h2hyz, +hyzg +hh? (b + hgfo))+ hy & (hy+h (h+27,))7,
hy (hhi +hy)&

\'

seklindedir.
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(x,t)
8x10%

6x10%° -
4x10%° -

2x10%° -

-20 -10 10 20

Sekil 4.4. Dullin-Gottwald-Holm Dinamik Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.2.15) ¢6ziimiine ait
,=17=2h=2h=1h=-1¢& =3 &=-1-25<x<25,

—5<t<5 ve t =3 degerleri igin sirasiyla iig ve iki boyutlu grafikleri.

(x.t)

-500000 -

-1.0x108

-15x108

-20x108}

Sekil 4.5. Dullin-Gottwald-Holm Dinamik Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.2.16) ¢6ziimiine ait
t,=lr,=-2h=-2h=2h=1¢&=-2¢=-1-35<x<35

—10<t <10 ve t =2 degerleri i¢in sirasiyla ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

Durum 2: (4.2.4) denkleminde eger £ =0, § =2 ve =2 ise,

Wy (rl+21“12)2(§0 +F§1+F2§2)
u) = ,
o (4.2.17)

. A, (& +TE+T28)+(&+208,)(r, +207,)
u-= 1
260 (4.2.18)
elde edilir. Burada &, #0, &, = 0’dir.
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(3.1.9) cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii,

_ _ _ h&n
So =S S1=% S (hlhz )& —anier,
Co=— hgflzfl __ hl__3 24‘:071
" %n@+h9é—4w@q - (4.219)
_ 3 35071
, =1, 7,=0, v=-2h — h2 :

elde edilir. Bu ¢oztimleri (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine yazilirsa

dr
+(7-1)= A
! \/cfo R (4.2.20)
2 S
elde edilir. Burada A, = [ = b, dir
S
(4.2.20) denkleminin integrali alinirsa (4.2.1) denkleminin ¢6ziimleri,
+(n—1,)=AIn(T-a), (4.2.21)
i(n—n0)=2A5In[\/l“—al+\/l“—a2], a,>a,, (4.2.22)

seklinde elde edilir. Ayrica o, ve «a, (4.2.12) polinom denkleminin kokleridir.

(4.2.21) ve (4.2.22) denklemleri (3.1.4) denkleminde yerine yazilirsa (4.2.1)

denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri,

2

iw J_r(X*Vt*UO)
u(x,t)=| o +oh+ze ™ +r,[h+e " , (4.2.23)
Gelanen)re Yo s(hon)e J
u(x,t)= : (4.2.24)

- i(x—vt—no) ;(x—vt—no) 2
+£ 2(hy+h)+e ™ +(h-h)e "

elde edilir. Eger 77, =0 ise, (4.2.23) denkleminin ¢dzlimleri,
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E o2 22.321] | i
u(x,t)=|> 7| o +e , (4.2.25)
i=0

i’V:_Zhl_3_h3 ﬂ dir.

denklemine indirgenir. Burada B, =+ >+
h

1

Eger n, =0, o, =1, ¢, =0 ise, (4.2.25) denkleminin ¢dzlimleri,

u(x,t):[Z%(l+cosh(81(x—vt)))i] (4.2.26)

2
i=0
denklemine indirgenir.

Durum 3: (4.2.4) denkleminde eger £ =1, 56 =1 ve 3=3 ise,

N2 712 §O+F§1+FZ§Z+F3§3
(wy = )

4.2.27
é,O +Fé,1 ( )

o (Grra(sars HI) G5+ TE TG +05))n 42.28)
2(6,+T¢))

elde edilir. Burada &, #0, ¢, #0°dir. (3.1.9) cebirsel denklem sisteminin ¢dzlimii,

. hzfzro(zh32+h2 (2hl+r20))’ sz 5% s o (.2.29)
&, (hy +hZ (h +22,)) h;
S (h+h2(h +2r, h

C1=C To=To T, = 1( : 24(h1 O))’ V:__z'H-O’ (4.2.30)
h2§2 h2

elde edilir. (4.2.29), (4.2.30) denklemleri (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine
yazildiginda,

féﬂ"
+(n—11)=A | e dr, (4.2.31)

i+il“+él“2 +T8
53 53 53
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elde edilir. Burada A = \/?: h,’dir. (4.2.31) denkleminin integrali almnirsa (4.2.1)
3

denkleminin ¢oziimleri,

_ ot gl [Lotél (4.2.32)
t(n—n,)=2 In| [=>——+ - |- | =—*— |, L
( ) A7( ‘ - bl(r—al)J
t(n—n) =B J&o + &, arctan (So+ &) (T—ay) +Ja, —a In §°+;1 (4.2.33)
—(77 770)* [—é,l(az_al){ Co TG it |: (§0+§1l")(a2—a1):| 2 Al }
i(’7_770)— 2A, ((é’o +§1051)F (o, I)"‘(aa C:lal)ﬂ.(¢ n, I)) (4.2.34)
VS (e —a,)(So+ i)
seklinde elde edilir. Burada,
dy (4.2.35)
F I n,l : L
(@.0) = I,/ - o) = I (1+nsin® z//)\/l—lzsm W
(p=arcsin\/(r_a3)(a2_al), n =% (§o+§1a1)(a3 0{2),
(F—o) (e, —axy) a, a2 (§O+§’la3)(al a,) (4.2.36)
seklindedir. Ayrica o, o, Ve a,
s o2, S, %0 g (4.2.37)
3 % S
polinom denkleminin kokleridir.
4.3.Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine Denklemi ve Uygulamasi
Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine Denklemi,
3
6—u+aa—u+bu“a—u+c—€ju =0, (4.3.1)
ot OX OX o°xot

seklinde verilsin. Burada a, b, ¢ ve q sifirdan farkli sabitlerdir. (4.3.1) lineer olmayan

kismi diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimlerini bulmak i¢in GDDM’yi kullanalim.
(4.3.1) denklemi igin;
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u(x,t)=U(n), n=x-4t, (4.3.2)

doniistimii ele alinirsa, (4.3.1) denklemi,

-AJ, +au, +bUU, —AcU, = =0, (4.3.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir.

1

U=Ve, (4.3.4)
doniisiimii uygulanirsa,
—cq(q+1) AWV, +c(a® —1) AV} +0* (1+q)(a—A)V> +bg?V*® =0, q =0, q==1, (4.3.5)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. (4.3.5) denkleminde (3.1.6) ve
(3.1.7) esitligi yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa,

G=e+0+2, (4.3.6)

seklinde dengeleme bagintisi elde edilir.

Durum 1: (4.3.6) denkleminde eger £ =0, § =1 ve =3 ise,

vy (Gl +&r+ér+&)

, (4.3.7)
o
o 7, (35T +25T + &) | (4.38)
28,
elde edilir. Burada &, # 0, &, # 0°dir. (3.1.9) cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimii,
(-4+a)ag’ a°g
§o="§0’ ‘.(31:":811 §2=—2, 32_—13, (439)
4(-1+a) & 4(-1+q) &
2)& b
P Chll CL i) R - N SUNOL . NPT
ab(q-1) 9&7, 2(9-1)¢, q+1

seklindedir. Bu sonuglar (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine yazildiginda,

i(n-%):@j\/ ar : (4.3.11)

re +§F2 +él“+i
Ss & &

bulunur. (4.3.11) denkleminin integrali alindiginda (4.3.1) denkleminin ¢6ziimleri,

+(n—ny) = ~2/A, ——

F—al’

(4.3.12)
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+(n—ny)=2 /a A_‘Ba arctan /Z__O;j , a,>a, (4.3.13)
2 1 2 1

_ — A% ||\/r_az_\/a1_az|
+(n-1,) ‘/al—az n‘\/r_a2+Jal_a2‘, a, > a,, (4.3.14)

+(17-17) =2 a%a F(pl), a>a,>a, (4.3.15)

1 3

seklinde elde edilir. Burada

-1 2 T
A _ S &e(a-1)(q +3 )(a+aq+bro), F((/”I)ZI%’ (4.3.16)
&, bg’z,&, o 1=1"sin“y
. I'—«a , a,—«
Ve ¢ = arcsin r==3 (4.3.17)
0!2—0!3 al_a?»

seklindedir. Ayrica oy, o, Ve a;

ez s, g (43.18)

3 3 3
polinom denkleminin kokleridir. (4.3.12)-(4.3.15) c¢oziimleri (3.1.4) ve (4.3.4)
denklemlerinde yerine yazilirsa, (4.3.1) denkleminin sirasiyla rasyonel, hiperbolik ve

Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimleri,

u(x,t) =| 7, + 0 + anhy _|, (4.3.19)
[x—(a+ bz, Jt—n ]
q+1 0
] ] 1
u(X,t)={ro +rlotl+rl(062—Otl)talnhz(l u(x—(aw bry jt—ﬂoB:lq, (4.3.20)
2\ A q+1
u(x,t)={ro +rlozl+r1(ocl—az)Cosechz[l /MLX—(a+ bz, jtn q, (4.3.21)
2 A g+1
u(X,t)=[ro+rla3+rl(a2—a3)sn2(il /u(x—(aJr bz, )t_%}MJ q, (4.3.22)
2 A q+1 o, —a,

seklinde elde edilir.

Eger 7, =—1r,o, ve 1, =0 ise, (4.3.19)-(4.3.21) ¢oziimleri,
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/A

u(x,t) = : (4.3.23)
[ bz, j
X—| a+ t
g+1
rasyonel fonksiyon ¢6ziimiine,
u(x,t) = 7 A " ; (4.3.24)
cosh{Bz[x—(a+ Lo ]tﬂ
q+1
soliton ¢Oziimiine,
u(x,t) =— at " : (4.3.25)
sinhq{Bz(x—(aJr fo ]tﬂ
q+1
tekil soliton ¢oziimiine indirgenir. Burada
- 1 L 1l |lo,—« bz
A=t h, A :(Tl(az_al))q Ao Z(Tl(al_aZ))q B ZiE le’ A=a+ q+01

seklindedir.

A, ve A, genlikler, A solitonlarn hizi, B, solitonlarin ters genisligidir. Burada

solitonlarin 7, > 0 i¢in var oldugu sdylenebilir.

Eger 7, =—r,0; ve 1, =0 ise, (4.3.22) denklemi

u.(x,t) = A,sn® [Bi {x—[a+ b, jt] %% } (4.3.26)

q+1 o, —a,

1
seklinde Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimiine indirgenir. Burada A, = (Tl (o, — a3))q ve

, (1=1,2) seklindedir.

B :(_1)I o, —a
2
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Sekil 4.6. Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.23) ¢6ziimiine
at7,=1,7,=38,a=1,b=2,¢c=-1 &,=5¢ =-3,q=2, -45<x <45,

—1<t <1 ve t =0.5 degerleri igin sirasiyla ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

~20

Sekil 4.7. Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.24) ¢6ziimiine
at 7, =-3, 7, =2,a=5b=3,¢c=1 =3, =L o, =1 a,=2,9=2,
—20<x <20, -5<t <5 ve t =2.5 degerleri igin

sirastyla ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.
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E,’ (X,t!

X|

Sekil 4.8. Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.3.26) ¢6ztiimiine
ait 7, =—-2,7,=2,a=2,b=-1,c¢c=3,§ =1 & =6, =4, a,=3,

a,=1q=2, -35<x<35, —3<t <3 ve t =1.5 degerleri i¢in

sirastyla ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.

Aciklama 1: | —1 ise, (4.3.1) denkleminin (4.3.26) ¢oziimii,

2
q br,
u;(x,t)=A, tanh?| B, | x—| a+—= [t ||, 4.3.27
seklinde dark soliton ¢6ziimiine indirgenir. Burada o, =a, ve A = [a + C:JTolj dark
+

solitonun hizin1 temsil eder.

Durum 2: (4.3.6) denkleminde eger £ =0, § =2 ve =4 ise,

() - (r+27,0) (&1 +§3r3 +&ET? +§1r+§0)’ @328)

(r,+200) (45 T° +25° 4+ 25T+ &) 21, (ET +ET° + &7 + 50+ &)
+ :
26, o

elde edilir. Burada &, =0, ¢, = 0°’dir. (3.1.9) cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimii,

(4.3.29)
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—bg?s, 7l +4c&rT, (brf +2a(q+1)(q+ 2)72)

= 32cr; (brf +a(q+1)(q+2)7,) et
: bg®s,z) +2¢cér, (Sbrf +a(q +1)(q+2)2'2)
2 = 2CZ‘1(bT12+a(q+1)(q+2)T2) ’ 43,30
_ sz(qzé/oTl"'llCész) _ bfzz(q2§071+4cé:172) B
oberf +ac(q+l)(a+2)r, Tt 2cr, (b +a(q+1)(q+2)7,)’
. :T_f, e 0oz, (brf +a(q+1)(q+2)7,) |
4r, (a+1)(a+2)z,(a°¢,r, +4cst,)

seklinde bulunur. Bu sonuglar (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine yazildiginda,

i(n_%): 2k?yr, &, (51'12 +7,(q +1)(qu2))_[ dr
o, (4k25‘§172 _qzé/ofl) \/r4 +§F3 _'_irz +ér+é

4 4 4 4

. (4.331)

elde edilir. (4.3.31) denkleminin integrali alindiginda (4.3.1) denkleminin ¢6ziimleri,

i(n_%):_r% , (4.3.32)
+(n-175) = O:fﬁ;z ?:Z‘Z > (4.3.33)
(17 -11)= apjzaz In E_Z:I (4.3:34)
+(n-1,)= 2A, In|\/(r—a2)(al—a3)—\/(F—a3)(051—a2)|’ o >a>a, (4.3.35)

U e a) (e -a) Mg (a—a) t(T-a) (@ -a,)|
+(n—1,)= \/(al—oi';&(zaz =) F(el), oy >a,>a,>a,, (4.3.36)
elde edilir. Burada

:Jzkzyrlgo(&f+r2(q+1)(q+2))
’ 5722 (4k25§17'2 - qz{;orl) ' (4337)
3 - |(T—a) (e, — ) 2_(052—053)(051—614)

(p_arcsm\/(r_az)(al_%), ! _(0‘1_0‘3)(0‘2_“4),

seklindedir. Ayrica o, 2,, a; Ve a,
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F4+§F3+§F2+£F+i=0,

4 4 4 4

(4.3.38)

polinom denkleminin kokleridir. (4.3.32)-(4.3.36) arasindaki ¢6ziimleri (3.1.4) ve

(4.3.4)’de yerine yazilirsa

u(x,t)[ro+rlaliT1—A12+z'z(al+Lj ] ,

Foui

X—At-1n, CX=At-1n,

4A122 (az _al)Tl

4A122 (az - al)

T, o+

, 0°¢or, (b +a(q+1)(q+2)7,)
4 2 1~ %2 - 2 t—1,
A [(a “ )£X (q +1)(q+2)r2(q §0r1+4c§1r2) 7

, 0°¢or, (bef +a(q+1)(q+2)7,)
4 2 i o - 2
A {(a ¥ )[X (g +1)(q+2)r2(q g’orl+4c§1r2)

Ty + 1,0, + (@ —a)n

B

(ay—a)( . a*or(bzf +a(q+1)(q+2)7,)
exp X—
A, (q +1)(q+2)r2(q2§0r1+4c§112)

+7,| a, + (22— a)

t_%ﬂ_l

2

A, (q +1)(q+2)72(q24071+405172)

T, + 0 + (@ -a)n

exp[(%—az)(x_ ngorl(brf+a(q +l)(q+2)z'2) t_%]]_l

(a,-a,) . @¢or (bl +a(q+1)(a+2)7,)
exp X—
A, (q+1)(q+2)72(q2§071+4C§172)

+7,| oy + (@ —a)

t_,,o}]_l

2

(). @%om (bt +a(a+1)(q+2)7,)
exp X— :
A, (q+1)(q+2)72(q 4071+4C§172)

t_,,oﬂ_l

(4.3.39)

(4.3.40)

(4.3.41)

(4.3.42)
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u(xt)=
+7,| @, —
T, + 0, +
u(xt)=
+Tz 6{2+

elde edilir. Burada A =

Ty + 1,0 —

2(ay—a,) (o — )

_ 7,
al_az)(al_aS)

20, —a, —a, +(a3—a2)cosh{\/(

2

2(eq—ay) (o —aty)

(X—M—UO)]

A,

z'1(051_052)(0‘4_0‘2)

20, ~a, ~ +(a3—az)cosh[‘/(al_az)(al_%) (X—ﬂ,t—ﬁo)]

2A,

<>{()()<M><><)

Tl(al _az)(a4 _az)

a,—a, +(a,—a,)sn’ [WW(X_M_%),WM]

2A, (al—a3)(a2—a4)

0°¢or (b7 +a(q+1)(9+2)7,) |
(a+1)(a+2)z, (ng“orl +4cz§1r2)

n, =0 ise, (4.3.39)-(4.3.44) denklemlerinin ¢dziimleri,

u(x,t)=

Zzlfi

i=0

2

i=0

A,

o, *

oyt

(X_ 0o, (bzf +a(g+1)(q+2)7, ) t}

(q+1)(q+2)z, (q2§OT1 +4c§172)

ZT' o+ 4A122 (al_az)

qzé’orl(brf +a(q +1)(q +2)1'2)

4A7 —[(al—az)(x

(a+1)(a+2)7,(0°¢or, +4c7,)

a, -

]

(q +1)(q + 2)72 (qzé/orl + 4C§172)

exp[B{x_ qzé"orl(brlz +a(q+1)(q+ 2)72) tH—l

(4.3.43)

aln

(4.3.44)

(4.3.45)

Q-

(4.3.46)

(4.3.47)
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u(xt)= Zz‘;i a, + 2 0;1‘“2 . (4.3.48)

(9+1)(a+2)7, (6,7, +4csr, )

Q.

u(x,t)= Izz():ri[al—z 2o —a,)(~ ) )]] . (4349

a,—a, —a, +(a, —a, ) cosh| C(x— At

o

<t)2[“a <alaz><a4az>(p’l)j | 550

s+ (g —ay)sn’(

elde edilir. Burada

_\/2k2yr1§0(5rf+rz(q+l)(q+2)) k(a,—a,)

kJ(al—az)(al—ag) |

2/ 112 2 » By = , C=
07, (4k°68,7, —q°¢7;) A, A,
_ k\/(al_%)(az -a,) (x=1t), I? = (2, _aa)(al_%), 1= ngorl(brlz +a(q-:l)(q+2)72) ,
2A, (,—a) (e, — ;) (q+1)(q+2)r2(q §0r1+4c§112)
seklindedir.

4.4. Gergin Dalga Denklemi ve Uygulamasi

Lineer olmayan Gergin Dalga Denklemi,

2
Uy — Uy, — ]/((Zl (U ) = OU o T AUy ) = 07 (441)

seklinde verilsin.

u(xt)=U(n), n=x-k, (4.4.2)
doniisiimii ele alinirsa (4.4.1) denklemi

(K2 -1)U" 7, (U2) +7(a - ak?)U™ =0, (4.4.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. Integrasyon sabiti sifir alinarak

(4.4.3) denklemi iki kez integre edilirse,
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y(as —054k2)U”+(k2 —l)U —yaU? =0, (4.4.4)

denklemi elde edilir. (3.1.6) ve (3.1.7) esitlikleri (4.4.4) adi diferansiyel denkleminde

yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa,
G=0+¢&+2, (4.4.5)

dengeleme bagintisi elde edilir.

Durum 1: (4.4.5) denkleminde eger £ =0, 5 =1 ve $=3 kullanilirsa,

(u,)z _ 2 (§3F +§2§1—(; +§1F+§0)’ (4.4.6)
. n(3&r?+250+&)
u” = ’ (4.4.7)
2¢,

elde edilir. Burada &, #0, &, #0’dir. (3.1.9) cebirsel denklem sisteminin ¢éziimi,

7 (25270 - 512'1)

So=%0 &G =6 & =6y, &=

3} '
—2&,1, (—oz3 +a, (1+ yoyz, )) +& (—a3 +a, (1+ 2yay7, ))T1
&, = > , (4.4.8)
20,7,
B B ~ \/—2522'0 (1+yayr, )+ & (14 27y ) 7,
T,=7y, [,=10,, K= :
—28,T0+ 41T,
seklinde elde edilir. Bu sonuglar (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine
yazildiginda,
dr (4.4.9)
£(n-m) = /As] — 4
\/F3 +él"2 +32LT 420
& S5 %

elde edilir. (4.4.9) denkleminin integrali alindiginda (4.4.1) denkleminin ¢6ziimleri,

t(n-1,)=-2A, —rl_ﬁ (4.4.10)

+(1—175)=2 /aA%a arctan ,(5_—02 , o, >a, (4.4.11)
2 1 2 1

i(n—no):\/ Ay

a, —o

Jr-a, —\Jo,-a, | o> a, (4.4.12)
JT-a, +Jo—a, |
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LA CHS (1), o>a,>a,, (4.4.13)
a —a

1 3

+ (77 —1 ) =2
seklinde elde edilir. Burada

A - L 3(—25270 (—as +a, (1+ yoy7y) )+ & (—a + oy (1+ 2ya,7, ))z’l)

& 20,1, (25270 _é:lz-l) (4.4.14)
4 d';”
F(o)l)= :
gl—lzsmzyx
ve
@ =arcsin - %% (4.4.15)
&, — 03 o —

seklindedir. Ayrica oy, o, Ve a;

reyeere s, g (4.4.16)

3 S S
polinom denkleminin kokleridir. (4.4.10)-(4.4.13) c¢oziimleri (3.1.4) ve (4.4.2)
denklemlerinde yerine yazilirsa (4.4.1) denkleminin sirasiyla rasyonel, hiperbolik ve

Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimleri,

U(X, t) = TO + Tlal + 4T1A3 21 (4'4'17)
~ \/—2§er (1+ yey7y )+ & (1+ 2ye7,) n, .
28,1, + &7 ’

u(x,t) =17, +rla1+rl(a2—a1)tanh2[% /%(X—kt—%)} (4.4.18)
3
u(x,t):ro+rlal+rl(a1—a2)cosech2(% /%(x—kt)], (4.4.19)
3
u(X,t)=TO+Tla3+fl(a2—a3)sn2(i1 /al_%(x—kt—no),az_%} (4.4.20)
A, o~

=287, (L4 ety ) +& (1+ 2pe7y ) 7,

N

seklinde elde edilir. Burada k =\/ “dir.
—28,Ty+ 6T
Eger 7, =—r,cq, ve 17, =0 ise, (4.4.17)-(4.4.19) ¢oziimleri,
2
u(x,t) = Zﬁ (4.4.21)

. \/—2521'0 (L+yoy7,)+ & (1+ 2y47, ) 7,
—28,T,+ &7y
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rasyonel fonksiyon ¢dziimiine,

u(x.t) = Aq | (4.4.22)
cosh?| B, x— \/—2521'0 (1+yayry )+ & (1+ 2yey7y) a,
28,75+ &1
soliton ¢Oziimiine,
u(x t) = As | (4.4.23)
sinh? | B, X_\/—Zfzro (1+yayry )+ & (1+ 27alr0)z'1t
28,75+ &7y

tekil ~ soliton  ¢oziimine indirgenir. Burada A=7,A,, A, =7 (a,-a,),

As=1(y—-a,), B, :i% /% seklindedir. A, ve A, genlikler, k solitonlarin
3

hizi, B, solitonlarin ters genisligidir. Burada solitonlarin 7, >0 igin var oldugu

sOylenebilir.

Eger 7, =10, Ve 1, =0 ise, (4.4.20) denklemi

=281, + &1, a; — O

ui(x,t)zAmsn{si{x—\/_zér"(1”“170)+§1(1+2mlr°)71t],“2_“3}, (4.4.24)

seklinde Jakobi eliptik fonksiyon ¢dziimiine indirgenir. Burada Ag =7, (o, — ;) ve

B :(_1)i 4~
2

 (i=1,2) dir.

3
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u(x.t)

t
25
20
15
10
05
10 20 30 X

Sekil 4.9. Gergin Dalga Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.4.21) ¢dziimiine ait 7, =—1, 7, = 2,

E=4,6=1a=-2 a,=-2 a,=1, y=3 -35<x<35, -5<t<5ve t=45

degerleri i¢in sirastyla ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

(x,t)
20}

15}

=30 =20 -10 10 20 30

Sekil 4.10. Gergin Dalga Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.4.22) ¢oziimiine ait 7, = —2,
7,=5¢=3&=lag=-3a,=1a,=-1 a,=2, y=4, -30<x<30,

—3<t<3 ve t =2 degerleri i¢in sirastyla ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

35



X

J |/
4010

40

20

Sekil 4.11. Gergin Dalga Denkleminin GDDM ile elde edilen (4.4.24) ¢oziimiine ait 7, = -1, 7, =1,
&E=2,6=4a=-1a,=5 a,=-3, a,=3, y =2, -45<x <45,

—1<t <1 ve t =0.5 degerleri i¢in sirasiyla ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

Aciklama 1: | —1 ise, (4.4.1) denkleminin (4.4.24) ¢6zimii,

U (1) = Ag tanhg [B; (x - \/_2§ZT° (Lt youzo) + & (1+ 277, )Tltﬂ, (4.4.25)

=251+ &7,

seklinde dark soliton ¢6ziimiine indirgenir.

28,7, (1+ yayr, )+ & (1+ 2pe7, ) 7y
—28,1,+ &1y

dark solitonun hizini

Burada o, =, ve k =\/

temsil eder.

Durum 2: (4.4.5) denkleminde eger £ =0, § =2 ve =4 ise,

(VI)2=(2'1+22'2F) (&r +?r +&T +§1r+§0)1 0429

(r,+200) (45 T° +25° 4+ 25T+ &) 21, (ST +ET° + 5T + 50+ &)
+
26, o

elde edilir. Burada &, #0, &, # 0°dir. (3.1.9) cebirsel denklem sisteminin ¢dziimii,

(4.4.27)
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2\2 +2 2 2 2 2 2 4
alyrt TEERN —36(—1+k ) Corls +576y% (- K, ) &l

. a, —K’a, 72a1(0:3—k20:4)§0
’ 2887/7; '
£ =&, & = 5172 gty £ = al,t g = a8y, (4.4.28)
VTR 605372 —6k?a,r, ° 3a,-3K’a,’ 6a, —6k’ct,
6[_1+ k? N 4(0‘3 - k2a4)§112
2 /4 G
ro=$r—l o 7, =1, K=K,
& o

seklinde elde edilir. Bu sonuglar (3.1.5) ve (3.1.10) denklemlerinde yerine

yazildiginda,
2k? ot} 1 2
(n-m,)= mi(’( i & (q+2 (a+2)) dr . (4.4.29)
o7, (4k 06,7, = 4,071) \/F4+§3F3+§2F2+§1F+§°
4 4 4 4
elde edilir. (4.4.29) denkleminin integrali alindiginda (4.4.1) denkleminin ¢dziimleri,
+(n-1,)= _Féna , (4.4.30)
1
i(n—no)z 2Ay /F—az, a, > a,, (4.4.31)
o-a, \|I'-o
A, I'- 0(1|
+(n-n,)= In : 4.4.32
(77 770) o -a, 1ﬁ_062| ( )
()= 2A7 NG @) - J(F—a )(al az)l wsaa, (4439
\/(al a,)(oy—a) | +\/

2y Flol), o>, >0, >0, (4.4.34)

\/(al_a3)(a2 _a4)

elde edilir. Burada

Ar = \/Zkzﬂlé’o (5112 +7,(9+1)(q +2))

i(ﬂ—%)z

5722 (4k25§172 - ngorl) , (4435)
e —a) () (e —a,)
‘”‘arcs'"J(r—az)(al—%)’ S —a)(a=a,)’

seklindedir. Ayrica o, 2,, a; Ve a,
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F4+§F3+2F2+£F+é=0, (4.4.36)

4 4 4 4

polinom denkleminin kokleridir. (4.4.30)-(4.4.34) arasindaki ¢oziimler (3.1.4) ve

(4.4.2) denklemlerinde yerine yazilirsa,

T
u(x,t)=r1, +rlali#A”+r2(al

LA j (4.4.37)
X —kt —7,

- x—kt—1n,

u(x,t)=7, +7,0, +

WA (dp-a)r | A" (o, ~ )  (4.4.38)
4A172—[(al—az)x—kt—770]2 o 4A172—[(a1—a2)x—kt—770]2

2

(2 -a)n, (a,—-a) (4.4.39)

+7,| o, +

u(xt)=7,+70,+

exp{(%g%)(x—kt—%)}—l exp{(algaz)(x—kt—no)}—l
u(x,t)=r, + 0 + (@4-2)n +7,| o+ (@ -a) , (4.4.40)
exp[(alglaz)(x—kt—ﬂo)}—l eXp|:(alA_1a2)(X—kt_770):|_l
u(x,t):r0+rla1— Z(al_aZ)(al_%)Tl
2a1—a2—a3+(a3—a2)cosh[ (al_%)(al_%)(x—kt—no)
7 ) (4.4.41)
+7,| o - 2(0‘1_0‘2)(0‘1_0‘3)
2a1—az—a3+(a3—az)cosh[ (al_az(al_%)(x—kt—%)]
u(x,t)=r,+r,a, + ( Tl(al)EaZ)(a“)_aZ) ( v )
A WATHBNDB 7)oy FemE) )
a4—a2+(a1—0!4)5n[ 2A, (x—kt %)l(al—ag)(az—(h)‘| (4442)
+7,| @+ (o -a,) (o —a,) Y
a4—a2+(a1—a4)sn2{(al_a;liaz_ad)(X—kt—ﬂo)'EZ;:Z:))((Z:_Z;‘;]
elde edilir.
n, =0 ise, (4.4.37)-(4.4.42) denklemlerinin ¢dziimleri,
2 Ai i
u(xt)=>r (ali ! j (4.4.43)
i=0 x—kt
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()= 3| s — P (G ) >]z]’

i—0 4A172—|:(a1—a2)(x—kt

u(x,t):;‘ri @ exp[sz;—ai(t)}—lJ ’

a —a

u(xt) :;‘Ti (aﬁ exp[Bs(x—kt)]—lJ ’

U(X’t):ir{al_zal 2 —a, ) (e —a5) )]J |

—a,—a,+(a, —a,)cosh| C(x—kt

u(x,t)zgri[az+a4 (“1‘“2)(“4‘“2)¢|J,

—a, +(oy—a,)sn’ (g,

elde edilir. Burada

7:\/Zkzyrlgo(&f+r2(q+1)(q+2)) 5 k(o -a,) C_k\/(al—az)(al—og),

57'22 (4k2§§1T2 - ngorl) n A; ’ A,
_k\/(al—ag)(az—%) , (o—a) (o —a,)
- 2A; (X_kt)' I _(al_a3)(a2_a4),
seklindedir.

(4.4.44)

(4.4.45)

(4.4.46)

(4.4.47)

(4.4.48)
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5.SONUC

Bu calismada C. S. Liu tarafindan literatiire sunulmus olan deneme denklem
metodunun genisletilmis bir hali olan GDDM ele alinmstir. {1k olarak bu metodun
genel yapisi verilmis ve GDDM kullanilarak (2+1) Boyutlu Elektriksel Iletim Hatt1
Denklemi, Dullin-Gottwald-Holm Dinamik Denklemi, Benjamin-Bona-Mahony-
Peregrine Denklemi ve Gergin Dalga Denkleminin tam ¢6ziimleri elde edilmistir. Bu
denklemlerde ilk olarak hareketli dalga doniisiimleri kullanilarak ele alinan denklemler
lineer olmayan adi diferansiyel denklem formuna indirgenmistir. Elde edilen bu
denklem Mathematica 12 programi kullanilarak bir cebirsel denklem sistemine
doniistiiriilmiis ve bu cebirsel denklem sisteminin ayni program ile ¢o6ziilmesi
sonucunda s6z konusu denklemlerin tam ¢dzlimleri elde edilmistir. Ayrica ele alinan
bu denklemlerin bulunan ¢éziimlerinin belli degerleri i¢in hem iki boyutlu hem de ii¢
boyutlu grafikleri Mathematica 12 programi kullanilarak ¢izilmistir. Boylece lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini elde etmek i¢in kullanilan
GDDM’nin kullanisli ve kesin sonug¢ veren bir yontem oldugu anlagilir. Ayrica
GDDM’nin lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin rasyonel fonksiyon
¢ozlimleri, soliton ¢oziimleri, Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri, hiperbolik fonksiyon
¢oziimleri ve periyodik dalga ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan etkili bir yontem

oldugu gorilmiistiir.
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